
結晶中の電子（周期的ポテンシャル中）

               V(x)
 

     b-a      0     b

-V0

a

x

Bloch Waves（ブロッホ波）
        Ψ(x)=c1Ψ1(x)+c2Ψ2(x)････････①
                 シュレディンガー方式は 2次方程式のため
                 ２つの独立した波動関数（Ψ１Ψ２）の線形結合で

                 解があらわされる。

 Ψ1(x+a) Ψ2(x+a)もやはり波動関数の解
   Ψ1(x+a)=a11Ψ1(x)+a12Ψ2(x)

Ψ2(x+a)=a21Ψ1(x)+a22Ψ2(x)
･･･････②

・ Ψ(x+a)がやはり解である性質を利用して ②→①に代入すると
Ψ(x+a)=(c1a11+c2a21)Ψ1(x)+(c1a12+c2a22)Ψ2(x)
       =d1Ψ1(x)+d2Ψ2(x)

ここで   d1   a11 a21 c1

   d2 a12 a22 c2
=

この行列を対角化するために

       a11－λ a21

a12 a22－λ
③＝0

を解くと、λは 2次方程式の解でλ1 λ2と２つ求まる。

もし(c1, c2)が、λ＝λ1, λ2の固有値に対応する固有ベクトルだとすると

 d1=λc1 d2=λc2

よって、解であるΨ(x)のうち２つの波動関数が
     Ψ(x+a)=λΨ(x)      ④
 を満たしている。よって

     Ψ(x+na)= Ψ(x)  n=0, ±1, ±2n

 ここでΨλ1とΨλ2を式③の固有値λ1とλ2に対応するエネルギーEに関する
 シュレンディンガー方程式の解とする。

 さらに、Ψ’λ1とΨ’λ2をΨλ1とΨλ2の微分と定義すると

        Ψλ1  Ψ’λ1         Wronskian（ﾛﾝｽｷｱﾝ）

             Ψλ2  Ψ’λ2
W=

      W=(x+a)=λ1λ2W(x)
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ここで、シュレディンガー方程式の２つの解のロンスキアンもエネルギーEの固有値に対応
するため

     λ1λ2＝1
次にλ1とλ2を求めたい。 |λ|>1だと式④より x=＋∞の極限でΨが発散し、
x=－∞の極限で収束してしまう。|λ|<1でも同様である。よって、
λ1＝λ2＝1の必要がある。
 ここで、  iKae1

iKae1

 とおくと、
a

k
a

の領域のみで全てのΨが得られる。

    Ψ(x+na)=einKaΨ(x)   n=o, ±1, ±2･･･････
              ブロッホの条件

   Ψ(x)=eikx uk(x) とおくと
   uk(x+a)=uk(x) ブロッホの定理
3次元では

 Ψk( r )=uk( r ) e rki uk( r )=uk( Rr )

Ψ( Rr )= )( Rrkie uk( Rr )= e rkiRkirki erue )( Ψ( r )

Ψ( Rr )= Ψ(Rkie r )= e Ψ(RKiRki e r )= e RKki )( Ψ( r )

逆格子の

並進性

uk(x)

eik･x

||

×

Ψk(x)

逆格子では？
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  エネルギーバード

      V(x)
        

クローニッヒ･ケニーモデル

     b-a      0     b

              -V0

a

x

ケース１  －V0＜E＜0

    0)(
)( 2

2

2

x
dx

xd
  （    の部分）

    0)(
)( 2

2

2

x
dx

xd
（    の部分）

    
2

1

02
)(

2
EV

m
  

2

1

2

2
E

m

ひとつの   と    に対しては

      (b-a<x<0) xixi BeAex)(

   (o< x <b)xx DeCex)(

ここでブロッホの定理によると Ψ(x)=eikxuR(x)が周期的ポテンシャルの解。
よって電子はたった１つの井戸（原子、 イオン）には属さず、全ての井戸周辺に存在確

立を有する。

 少なくとも b－aと b （  ）の間では

    u  (b-a<x<0)xBeAex kixki
k

)()()(

    u     (0<x<b)xikxik
k decex )()()(

(＊1)

uk(x)は周期的であるため式＊1は全ての xのΨ(x)を与える。例えば、b<x<aの領域に対し
ては uk(x)= uk(x-a)より

))(())(()( axkiaxki
k BeAexu  b<x<a となる。

境界条件（１つの井戸に対して求めれば、並進性から、全ての井戸に対して求めた事にな

る。）

式＊1に対して と)(xuk dx

xdux )(
が x=0で連続である条件は

   A+B=C+D 
     i(α－k)A－i(α+k)B=(β－ik)C－(β+ik)D
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又、x=bで同様の条件は
  bikbikckicki DeCeBeAe )()()()(

i bikbikckicki DeikCeikBekiAek )()()()( )()()()(

ここで c=a－bとおいた。
これらをまとめると、

 kbcbc cossinhsin
2

coshcos
22

 (＊2)

 という条件が求まる。

ケース 2 E＞0 の場合

 Eが正のときβは虚数になる→β＝ik 
2

1

2

2mE
k

式＊2を導くにあたり、βが実数または虚数など前提がなかったので＊2をかきかえるだけ
でよい。

 kakbc
k

kbc cossinsin
2

coscos
22

 (＊3)

式(＊2)と(＊3)が E=0で連続であるように関数 F(E) を定めると、＊2と＊3はまとめて
    kaEF cos)(

E＞－V0 に対してひとつの Eに依存していた関数であらわせる。

F(E)

F(E)

-1

0

1

E

cos kaにとれる範囲

kaEF cos)( がΨ(x)に対する条件であった。
よって －1＜F(E)＜1のエネルギー(E)が条件を満たし
F(E)＜－1または F(E)＞1の Eは条件を満たさない。
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Ｒ

原子の数

m

k
E

2

22

a

6
a

4
a

2

1 RF(E)

k

－1

0

00 E
EE

E･･ゼロ点を移動
H＋ H＋e－ e－

E＝0

周期的境界条件 －∞＜x＜∞のΨ(x)に対する境界条件をどうおくか？
        極めて多くの N個の原子をリング状につなぐ。

)()( xNax    

リング 1周分
ブロッホの条件より )()( xeNax iNka

 n=0, ±1,±2･････
                e 1iNka

              よって、とりえる kは
Na

n
k

2  n=0, ±1,±2･････N

Na

n
k

2  n=0, ±1,±2･････Nは何を意味するのか？

逆格子ベクトル 
a

K
2

 よって K
N

n
k  n=0, ±1,±2･････N

  
a

k
2

0 の間は n=1･･･････N と 全部で N個ある。

  0
2

k
a

の間は n=－1, －2････････－N と 全部で N個ある。

  当然 
a

k
a

の間も N個の状態がある。

a

スピンを考慮すると、

すべて２N

（ブリリュアンゾーン）
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 i=1, 2, 3基本ベクトル

３次元では Ψ ( Ψ(iakiNieiaNir ) r )

=1

ここで、 より332211 bxbxbxk

   1 iiiii xNakiN ee 2

        
i

i
i N

m
x   mi=0, ±1, ±2･･････±Ni

ブロッホの定理によりとりえる k の値は

        i
i i

i b
N
m3

1

k

   )( 321 bbb

逆格子の基本単位胞 

                   結晶を構成する原子の数

逆格子点

                    第 1ブリリュアンゾーンの中に
                    N個（スピンをいれれば２N個）の
                    状態がある。

エネルギーバンド図

k

E

あたりとり得る状態の数は N1×N2×N3－N

a

2
a

4
a

6

逆格子ベクトル

E

k
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拡大図

a

2
a

2

K

第 1ブリリュアンゾーン

EE

k
０

k

垂直 2等分面（ブラッグ反射面）

ikxikx ee)(

x
a

ix
a

i
ee

a

x
cos2

ikxikx ee)(a

x
a

ix
a

i
ee

2

a

－k

Ψ(+)

Ψ(－)

+k

                      
a

x
i sin2

                    
a

x22

)( cos

|Ψ(+)|2

実空間イオン配置|Ψ(－)|2

                    
a

x22

)( sin
Ψ(+)の方がΨ(－)より

エネルギーが低い
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E

拡張ゾーン

第 1ブリリュアンゾーン
還元ゾーン
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                     曲率の意味

有効質量

群速度 
dk

d
Vg              

dk

dE1
Vg

量子では

E
がωをおきかえる

E

（古典）

有効質量
F

dt

dk

dt

dk

dk

Ed

dkdt

Ed

dt

dVg
2

22 11

       F
dk

Ed
2

2

2

1

∴ 
2

2

2

dk
Ed

F   
dt

dVg
          

dt

dVg
mF と比較すると

1

2

2
2

dk

Ed
m

         ｍ＊＞０ 電子

          

         ｍ＊＜０ 正孔（ホール）










